Chapitre 3

Techniques avancées

Les techniques que nous allons aborder maintenant permettent de s’attaquer aux
grilles difficiles.
3.1. Paires, triplets et sous-ensembles

Les regles de ce paragraphe concernent la recherche d’un ensemble de valeurs bien
particulieres au sein d’une région.
3.1.1. Technique des paires

Considérons une région quelconque. S’il existe dans cette région, deux cases pour
lesquelles seules deux mémes valeurs sont possibles, alors elles peuvent étre interdites
pour I’ensemble des autres cases de la région.

En effet, ces valeurs pour cette région sont nécessairement dans ces cases et pas
ailleurs sous peine de ne laisser aucune possibilité pour une des deux cases. Ceci ne
saurait arriver dans une grille de sudoku.

Formellement, on peut écrire :

REGLE 3.1 - paires —
— Parameétre : une région R
— Condition : 3(iy, j1) € R, (i2,j2) € R,
quoi({(i1, 1), (92, J2)}) = {v1,v2}
— Déduction : V(i, j) € R\ {(i1,j1), (i, J2)}, (i, ) # v1, (i) # v2
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Figure 3.1. [llustration de la régle 3.1

EXEMPLE.— Sur la figure 3.1, considérons la colonne Cj. Les cases (4, 5) et
(6,5) ne peuvent contenir que les valeurs 1 et 4. Ainsi, ces valeurs peuvent
étre retirées de toutes les autres cases de la colonne. Cette déduction permet
ainsi de retirer la valeur 4 de la case (3,5). Il est aussi possible d’appliquer
cette méme regle sur le bloc By et de retirer la valeur 4 des cases de la colonne
C situées dans ce méme bloc. Ainsi, on en déduit que la case (5,4) a pour
valeur 7.

EXERCICE 18. — Finir de résoudre la grille de la figure 3.1.

3.1.2. Technique des paires généralisée

La régle précédente se généralise bien évidemment a k valeurs. Par exemple, pour
3 valeurs, on obtient :

REGLE 3.2 — triplets —
— Paramétre : une région R
— Condition : (i1, j1) € R, (i2, j2) € R, (i3,J3) € R,
quoi({(i1, 1), (i2, J2), (i3, 43)}) = {v1,v2,v3}
— Déduction : (i, j) € R\ {(i1, 1), (i2, j2), (i3, J3) },
(4,5) # v1, (4,5) # v, (i, 5) # vs




Techniques avancées 39

1618197 3|4
814,73 =<, ', 7, ¢
=,3,2914>ﬁ:2 298 s
3/8/5|4/ 91672
716 8 213 ,5,
207, ,161715]3]4/8
617 8|5+ |, 13
318467
41°,0317/1/6(8°,/5

Figure 3.2. [llustration de la régle 3.2

Une petite difficulté ici réside dans le fait que contrairement a la reégle précédente,
les trois valeurs ne sont pas forcément présentes toutes les trois dans les trois cases
identifiées. C’est la réunion des candidats qui forme un triplet sur trois cases.

EXEMPLE.— Sur la figure 3.2, on peut appliquer la régle 3.2 sur la ligne Lo.
Les cases (2, 3), (2, 6) et (2, 8) partagent trois valeurs : 2, 7 et 9. La régle peut
s’appliquer. On peut ainsi retirer la valeur 9 des candidats des cases (2, 7) et
(2,9) ainsi que la valeur 2 de la case (2, 7).

EXERCICE 19. — Ou se trouve le triplet sur la ligne Lg de la grille de la
figure 3.3?

De maniere plus générale, pour k valeurs, on peut écrire formellement :

REGLE 3.3 — k-uplets —
— Paramétres : une région R, un nombre de valeurs &
— Condition : 3{(i1,j1),..., (ix,cr)} € RF,
quoi({(i1, 1), - -+ (i, Jr)}) = {v1, .-, vk}

— Déduction : Vv € quoi({(i1, 1), -, (ix, Jx)}),
V(Z,j) € R\ {(ilajl)> SRR (ikvck)}v (17]) 7é v

EXERCICE 20. — Il y a un quadruplet dans le bloc Bg de la grille de la fi-
gure 3.4. Le voyez-vous ?
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Figure 3.3. Recherche d’un triplet pour application de la regle 3.2
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Figure 3.4. Recherche d’un quadruplet pour application de la régle 3.3
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Figure 3.5. lllustration de la régle 3.4.

3.2. Sous-ensembles cachés
Il existe une approche duale de la précédente pour avancer dans une grille de su-

doku. Elle s’utilise lorsque les sous-ensembles que 1’on cherche sont cachés. Nous
commencerons par I’étudier pour des paires cachées.

3.2.1. Technique de la paire cachée

Considérons une région quelconque. S’il existe pour cette région deux valeurs pour
lesquelles seules deux mémes cases sont possibles, alors toutes les autres valeurs sont
interdites pour ces deux cases.

En effet, si on affecte une autre valeur a I'une quelconque de ces cases, une des
valeurs identifiées restera sans possibilité dans la région, ce qui n’est pas possible.

Formellement, on peut écrire :

REGLE 3.4 — paires cachées —
— Paramétres : une région R, deux valeurs vy et vy
— Condition : ou({vi,v2}, R) = Oy, v, €t |Oyy 0, | =2
— Déduction : Vv & {v1,v2},V(2,5) € Oy, 0p, (4,7) # v
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Figure 3.6. Illustration de la régle 3.5

EXEMPLE.— Sur la figure 3.5 (page précédente), on peut voir sur la colonne
C~ que les valeurs 7 et 9 ne peuvent étre placées que dans deux cases. Toutes
les autres valeurs peuvent en étre retirées.

NOTE.— L’intérét d’une telle déduction réside dans le fait qu’alors d’autres régles vont pouvoir
peut-étre étre appliquées.

EXERCICE 21. - Quelle autre regle de ce chapitre peut-on appliquer condui-
sant ici au méme résultat ?

3.2.2. Technique de la paire cachée généralisée

Comme pour la regle 3.1, la regle précédente peut-étre généralisée a k valeurs. On
obtient ainsi :

REGLE 3.5 — k-uplets cachés —
— Paramétres : une région R, un ensemble V' de k valeurs
— Condition : o0(V, R) = Oy et |Oy| =k
— Déduction : Vv & V,V(i,j) € Oy, (4,j) # v

NOTE.— Attention, ici aussi les valeurs ne sont pas forcément toutes présentes en méme temps
dans les cases considérées.
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Figure 3.7. Une grille difficile

EXEMPLE.— Considérons la figure 3.6. Sur la ligne Ls, les valeurs 3, 6 et 7 ne
peuvent étre présentes que dans trois cases : (5,4), (5,6) et (5,9). La regle
s’applique donc permettant de retirer le candidat 9 de la case (5, 9).

INFORMATION.— L’utilisation conjointe des régles 2.1 a 3.3 (en considérant des valeurs de k
inférieures a 3) permet de résoudre les grilles estampillées difficile.

EXERCICE 22. — Résoudre la grille difficile de la figure 3.7.

EXERCICE 23. — Pousser la grille de la figure 3.8 (page suivante) dans ses
ultimes retranchements. Qu’obtient-on ?

Avant d’aborder, dans le chapitre suivant, la résolution des grilles tres difficiles, il
est intéressant de s’attarder sur I’étude des liens entre les regles que nous venons de
VOIr.

3.3. Propriétés intrinséques du sudoku

On I’a dit (et vu dans I’exercice 21), les deux ensembles de reégles que nous venons
de voir sont tres liés. Nous allons maintenant montrer explicitement ce lien et montrer
aussi que ces régles travaillant sur une région n’en forment qu’une unique liée a des
résultats beaucoup plus généraux.
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Figure 3.8. Une grille trés difficile

3.3.1. Dualité des regles sur les sous-ensembles

Soit une région R contenant p cases non encore remplies. On peut montrer trés
simplement que la regle 3.3 appliquée a la région R pour n valeurs et la regle 3.5
appliquée a la région R pour p — n valeurs ont les mémes conséquences.

En effet, ces deux regles déterminent une partition de la région en :
—un ensemble & de 9 — p cases remplies ;

—un ensemble F' de n cases qui globalement ne peuvent étre remplies que par n
valeurs ;

— un ensemble complémentaire G de p—n cases qui globalement contiennent p—n
valeurs ne pouvant pas étre placées ailleurs que dans G.

Les regles 3.3 et 3.5 interdisent alors toutes les deux aux cases de GG de recevoir
une des valeurs considérées pour les cases de F'.

EXEMPLE.— Sur la figure 3.1 page 38, considérons la colonne C. Le raison-
nement de la regle 3.5 sur les valeurs 2, 3 et 6 (qui n’ont que trois lignes
disponibles Lo, L3 et Lg) aboutit a la conclusion que la valeur 4 peut étre
retirée de la case (3,5). Il sagit de la méme conclusion que le raisonnement
de la regle 3.3 sur les lignes L4 et Lg qui n’ont que deux valeurs possibles :
letd.
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Figure 3.9. Deux exemples de couplages. Le couplage de gauche n’est pas
maximal, la case c3 n’est pas couplée. Le couplage de droite I’est.
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EXERCICE 24. — Quelle partition peut-on identifier sur la ligne L5 de la fi-
gure 3.6 page 42?7

3.3.2. Propriétés du raisonnement sur une région

Lorsqu’on s’intéresse localement a une région du sudoku, on se retrouve dans une
situation bien connue dans le domaine des graphes : le probleme dit du couplage
de cardinal maximal. Considérons, d’un co6té, les cases de la région; et, de 1’autre,
les chiffres de 1 a 9. On recherche alors a affecter a chaque case une unique valeur
de sorte qu’une valeur ne soit pas affectée a deux cases différentes. C’est ce qu’on
appelle un couplage. 11 est de plus de cardinal maximal car toutes les cases doivent
avoir une valeur.

EXEMPLE.— Considérons 5 cases (cq,...,c5) et 5 valeurs (1,...,5). La fi-
gure 3.9 présente deux exemples de couplages que I’on représente sous la
forme de graphes ol les sommets sur la gauche sont les cases et les sommets
sur la droite sont les valeurs possibles. Une aréte (un lien) entre une case et
une valeur indique 1’affectation de la valeur a la case. On constate que les
arétes sélectionnées n’ont pas de sommets en commun.

Dans le cas du sudoku, toutes les valeurs ne peuvent pas étre affectées a toutes les
cases : certaines ont déja une valeur, on connait pour d’autres la liste des valeurs qui ne
peuvent pas leur étre affectées compte tenu du reste de la grille, etc. 11 est nécessaire
de tenir compte de ces informations. Nous allons donc rechercher un couplage dans
un graphe particulier : on relie par une aréte une case et un chiffre si le chiffre est un
candidat pour cette case.
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Figure 3.10. Une situation de type sudoku. On cherche dans ce graphe un
couplage de cardinal maximal.

Figure 3.11. Une situation de type sudoku. Deux exemples de couplages.

EXEMPLE.— Considérons nos cinq cases et leur cinq valeurs. La figure 3.10
représente d’un c6té des sommets pour les cases et de 1’autre les sommets
pour les valeurs. On considere que quoi({ci}) = {1,2,3}, quoi({c2}) =
quoi({es}) = {2,3}, quoi({csa}) = {1,2,4,5} et quoi({cs}) = {3,4,5}.
Ces informations nous permettent de dessiner le graphe de la figure. On re-
cherche alors dans ce graphe un couplage (de cardinal) maximal qui n’utilise
que les arétes ainsi définies. La figure 3.11 en donne deux exemples (les arétes
des couplages sont en gras).

De plus, contrairement a I’habitude pour ce type de probleme, on ne cherche pas
une solution. En effet, cette solution a de grande chance de ne pas convenir au reste
de la grille.
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Figure 3.12. Situation résultant du raisonnement sur les couplages maximaux

EXEMPLE.— On le voit bien sur I’exemple précédent et plus particulierement
sur les deux propositions de couplage maximal de la figure 3.11. En effet,
la solution étant unique comment choisir lequel des deux couplages convient
pour la grille donnée ?

Précisément, ce qui est plutot recherché, c’est :

—les affectations obligatoires (au-dela des dévoilés) : existe-t-il des couples
case/valeur que I’on retrouve dans toutes les solutions de ce probleme ?

— les affectations interdites : existe-t-il des couples case/valeur que 1’on ne retrouve
jamais dans aucune solution de ce probleme ?

EXEMPLE.— Sur la figure 3.10, on obtient ainsi :

— une affectation obligatoire : ¢ doit prendre la valeur 1. En effet, les
autres possibilités pour c; sont 2 et 3 mais ces valeurs sont les seules possibles
pour deux cases : cg et c3. Par application de la regle 3.1 (regles des paires),
1 est I'unique possibilité restant pour ¢y (regle 2.2);

— des affectations interdites : ¢4 ne peut prendre la valeur 1 (puisqu’elle
est réservée pour c¢;) ni la valeur 2 pour la méme raison que précédemment,
c’est aussi le cas de c5 pour la valeur 3.

Ainsi, ¢; doit prendre la valeur 1 tandis que 2 et 3 sont partagées par cy et
cs, et qu’enfin 4 et 5 sont partagées par c4 et cs. En effet, si on affecte une
valeur a une case en dehors de ces situations, on ne peut retrouver un cou-
plage de cardinal maximal. Ceci conduit au nouveau graphe de la figure 3.12
pour lequel les arétes ayant disparu (par rapport au graphe de la figure 3.10)
correspondent a des valeurs qui peuvent étre retirées de la liste des candidats
des cases correspondantes.
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D’un point de vue opératoire, identifier les affectations obligatoires est générale-
ment facile a réaliser. C’est exactement ce qu’exploitent les regles 2.1 et 2.2. Une
maniere simple (au sens ou il existe des algorithmes efficaces permettant de le faire)
de répondre a la deuxieme question (identifier les affectations impossibles) est d’iden-
tifier des ensembles d’éléments (des cases et des valeurs) auto-suffisants et indépen-
dants. C’est en fait ce qui se passe en partie avec les regles 3.1 a 3.5 et la partition
des cases qu’elles réalisent. Toutes les affectations case/valeur qui sortent de ces en-
sembles sont assurées de ne pas étre dans la solution.

EXEMPLE.— Sur la figure 3.10 (page 46), on voit que les quatres sommets
ca, c3, 2 et 3 forment un ensemble auto-suffisant!. Si on essaie de donner
une autre valeur a co ou c3, on n’est pas en mesure de trouver un couplage
maximal, de méme si on essaie d’affecter le 2 ou le 3 a une autre case.

EXERCICE 25. — Quels sont les autres ensembles auto-suffisants de la fi-
gure 3.10?

Les regles précitées sont des cas particuliers de ce raisonnement plus général. Il
existe des algorithmes trés performants pour résoudre le probléme et ainsi étre ca-
pables de déduire plusieurs informations en une seule fois. Malheureusement, appli-
quer ces techniques a la main pour résoudre une grille devient vite assez fastidieux
et délicat sans passer par le dessin du graphe et de ses arétes. Mais, ces algorithmes
sont tres utiles lorsqu’il s’agit d’écrire un outil informatique de résolution de grilles
de sudoku. Nous en reparlerons au chapitre 5.

INFORMATION.— On pourra se reporter a la thése de Jean-Charles REGIN soutenue en dé-
cembre 1995 a 'université de Montpellier 1. Cette these est intitulée Développement d’outils
algorithmes pour ’intelligence artificielle. Application a la chimie organique et son chapitre 7
(traitement des contraintes de différences) décrit en détail les résultats généraux présentés ici.

1. Le nom technique est composante fortement connexe dans un graphe dit orienté ou les arétes
du couplage sont orientées de la gauche vers la droite et les autres de la droite vers la gauche.



