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Les automates représentent des objets mathématiques et non pas des objets phy-
siques, ils peuvent donc étre définis et non pas construits. Les automates effectuent
leurs calculs grace a deux classes d’objets qu’ils manipulent : la classe des entrées que
I’automate accepte et la classe des sorties que I’automate produit. Le rapport entre
les éléments de I’entrée et les éléments de la sortie est déterminé par la structure de
I’automate.

6.1. Automates finis déterministes

Les automates finis déterministes sont les plus simples (au sens moins sophisti-
qués) des automates.

6.1.1. Définition

Un automate fini2 déterministe (AFD) est un quintuplet A = (E,V, 7, eq, F) ou:
— FE est I’ensemble fini d’états ;

— V est un vocabulaire (d’entrée) fini ;

—7:F xV — FE est une fonction dite de transition ;

—eg € E est1’état initial ;

— F C FE est’ensemble des états terminaux (ou états d’acceptation).

Concretement, on peut représenter un automate fini déterministe comme une unité
mécanique possédant une téte de lecture posée sur un ruban se déplacant dans un
seul sens. En cours de fonctionnement, I’automate est dans 1’état e € E et sa téte de
lecture est située devant le symbole a € V. Il passe alors dans I’état 7(e, a) et la téte
de lecture avance d’une case vers la droite (ou bien le ruban se déplace d’une case
vers la gauche). Ainsi, a I’état initial un automate devant un mot a;as . . . a,, peut étre
représenté comme sur la figure 6.1. La téte de lecture se trouve alors sur le symbole
du ruban situé le plus a gauche.

Si, apres avoir parcouru complétement le mot de départ w = ajas ... a,, I’auto-
mate se trouve dans un des états terminaux, on dit alors que w a été reconnu ou accepté
par I’automate.

NOTE.— Un automate fini déterministe ne peut s’arréter avant d’avoir parcouru entiérement le
mot en entrée. En effet, T est toujours complétement définie.

Il existe deux principales facons de représenter une fonction de transition :

2. On parle aussi d’automate déterministe & un nombre fini d’états.
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Figure 6.1. Représentation d’un automate fini déterministe a l’état initial
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@ une table de transition qui est un tableau représentant complétement 7. Les
lignes de ce tableau correspondent aux différents états de 1’automate alors que
les colonnes correspondent aux données d’entrée possibles. Le contenu du ta-

bleau est alors le résultat de 1’application 7 ;

@ un diagramme de transition qui est un graphe défini de la fagon suivante :

— il existe un nceud associé a chacun des états de 1’automate ;

— pour tout état ¢ € E et pour tout symbole a € V, soit p = 7(q,a). Le
diagramme possede alors un arc de g a p étiqueté par a. Si plusieurs symboles
conduisent a p au départ de ¢, on peut alors n’avoir qu’un arc (étiqueté par la

liste des symboles concernés) ;

— eg est marqué par un arc entrant sans origine ;

— les noeuds correspondant a des états terminaux sont doublement cerclés.

1w EXEMPLE.— Soit A = ({eq, e1,e2,¢e3},{0,1}, 7, €0, {€0}). T est représen-
tée par la table de transition suivante :

€0
€1
€2
€3

Cette table de transition est représentée de maniere totalement équivalente
par le diagramme de la figure 6.2. La figure 6.3 représente les trois pre-
miers états successifs de I’automate placé devant le mot 111010. D’une
maniere plus compacte, on notera les états successifs de la maniere sui-
vante : 9111010, 1e211010, 1191010, 111e2010, 1110e310, 1110140 et
111010eg. L’ automate étant dans un état terminal en fin de mot, le mot a été
reconnu par I’automate.

®» EXERCICE 6.1. — Donner les états successifs de 1’automate de 1I’exemple

€1
€0
€3
€2

€2
€3
€0
€1

précédent devant le mot 1101 ? Le mot est-il reconnu par I’automate ?
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Figure 6.2. Diagramme de transition associé a un automate

Figure 6.3. Comportement d’un automate devant un mot donné
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6.1.2. Langage reconnu par un automate

A partir de 7, on définit une application 7 de F x V* dans F telle que :
-Vee E 7(ee)=e;
-Vee E\Vy e V,Vx e V* F(e,ay) = 7(7(e,x),y).

7 est donc un prolongement de 7. Par définition, le langage reconnu ou accepté par
I’automate A est: T(A) = {x € V*|7(eo,z) € F}.

= EXEMPLE.— Soit A = ({eg, e1,e2}, {0, 1}, 7, €0, {€o, e1}) représenté par le
diagramme de la figure 6.4. On peut déterminer 7'(A) en étudiant les deux
classes cl(eg) et cl(e1), ensembles des mots commencant en eq et terminant
en e et e respectivement. cl(eg) = 0* et cl(ey) = 0*1T. Ainsi, T(A) =
cl(eg) Ucl(er) = 0*1* = {0™1"|(m,n) € N x N}.

Si on désigne par 7., 1’application de V* dans E définie par : 7., (z) = 7(eo, ),
on peut poser : T'(A) = Te_ol (F).

Un langage reconnu par un automate fini déterministe est dit régulier.

®» EXERCICE 6.2. — Montrer que, pour I’automate de 1’exercice 6.1.3, T(A) =
{z € {0,1}*|po(x) € {00}* A p1(z) € {11}*}. Comment peut-on décrire
plus naturellement les éléments du langage accepté par I’automate A ?

® EXERCICE 6.3. — Soit I'automate A = ({eg, e1, €2, €3, €4, €5,€6},{0,1}, 7,
eo, {€2, €3, eq}). T est définie dans le tableau suivant :

7|0 1
€ | €2 €1
€1 | €3 €o
€2 | €5 €4
€3 | €5 €4
€4 | €5 €4
€5 | €5 €5

O Représenter A
® Pour: € [5], déterminer ¢; = {x € {0,1}*|7(eo,z) = €;}.
® Déterminer T'(A)

3. g est désigne le morphisme d’effacement qui ne conserve que les occurrences de z, ¢’est-a-
dire Vy # x, o (y) = € A po(x) = .
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Figure 6.4. Diagramme d’un automate

® EXERCICE 6.4. — Soit A = ({eg, e1,e2,e3,e4}, {a,b}, 7, e, {€2}). T est
représentée par la table de transition suivante :

a b
€0 | €1 €4
€1 | €4 €2
€2 | €3 €4
€3 | €4 €2
€4 | €4 €4

Donner le diagramme de I’automate. Quel est le role de e4. Donner un dia-
gramme simplifié.

» EXERCICE 6.5. — Quel langage permet de reconnaitre 1’automate suivant,
décrit complétement par sa table de transition (1’état de départ est marqué
par — et I’état d’acceptation, par %) :

1
— €0 €1
*€1 €0

» EXERCICE 6.6. — Quel langage permet de reconnaitre 1’automate suivant,
décrit completement par sa table de transition (I’état de départ est marqué
par — et les états d’acceptation, par %) :

o 1

— %€ | €1 €o
*€1 €2 €
€2 €2 €2

®» EXERCICE 6.7. — Donner, pour chacun des langages suivants définis sur
{0, 1}, un automate fini déterministe le reconnaissant :

@ I’ensemble des mots finissant en 00
@ 1’ensemble des mots contenant la sous-chaine 011

©® 1’ensemble des mots qui finissent ou commencent par 01



